第一章
四类误差：模型误差，观测误差，截断误差，舍入误差




绝对误差，，



相对误差，，


有效数字







数值计算五原则：
避免相近的数相减(改变算法)
大吃小(先算小数)
绝对值太小不宜做除数
减少计算次数
数值稳定性好的算法




误差累积，，
琴九钊算法

微分中值定理


第二章 解线性方程组的直接方法
不考虑舍入误差，有限次算术运算→精确解


	方法
	Cramer法则
	顺序Gauss消去法
	列主元Gauss消去法
	完全主元Gauss消去法

	
	

	逐次消元，化为上三角
	
	

	条件
	
A非奇异()
	


且不能很小
	

	

	
	
	
	
	

	运算次数
	

	

	
	

	特点
	
	
	保证精度，简单，最常用
	保证精度，但占用机器时间多



矩阵三角分解




	矩阵分解
	直接方法
Dolittle分解
	平方根法
对称正定的Cholesky分解
	追赶法
Crout分解

	分解式
	
 
	

，


	


	条件
	
，


	
，

A对称正定
	


	运算次数
	

	
/2
	

	特点
	可能产生数值不稳定
	具有数值稳定性，不需选主元，

用避免开方运算
	专门用于求解三对角方程组，
数值稳定



	范数
	向量范数
	矩阵范数

	定义(满足条件)
	

	


	常用范数
	

	


	等价性
	



	


	收敛性
	

	


	
	
	

	不同
	
	考虑了乘法



矩阵算子范数


正交变换保持不变




	固有性态 误差分析
	

	

	


	
	

	

	

	
	
	
	

	
	
	
	





当A为正交矩阵，


当A为对称(正定)矩阵，,分别为A的最大和最小特征值


当A非奇异，，


与条件处理和迭代改善


二阶、三阶矩阵求逆

特征方程



第三章 解线性方程组的迭代法


，

迭代公式：





	迭代法
	J迭代法
	GS迭代法
	SOR方法

	迭代公式
	





	





	


	收敛条件
	

	

	


SOR方法收敛


	收敛的特殊情况
	当A严格对角占优，J收敛；
当A对称正定，且2D-A对称正定，J收敛
	当A严格对角占优，GS收敛
当A对称正定，GS收敛

	
当A严格对角占优，且，SOR方法收敛

当A对称正定，且，SOR方法收敛

	不同
	
	利用最新的计算结果，第一次迭代放入下一次
	

	
	
	
	
一般取




误差估计式

 迭代终止条件，可得到迭代次数k

第四章 非线性方程求根

	方法
	二分法
	简单迭代法
	Newton迭代法(切线法)

	思想
	
	
	将非线性→线性

	一般形式
	
	



	


	运算步数
	

	
	

	条件
	连续；
f(a)*f(b)<0；
唯一解→单调
	
	

	收敛性分析
	
	不动点的存在性；
迭代法的收敛性：


收敛→


发散→


收敛性取决于和
	至少平方收敛



	收敛条件
	
	

全部落在内



	


	不足
	只能求实函数的根，不能求复根和偶数重根；
收敛速度慢；
重根未必满足f(a)*f(b)<0；
	
	局部收敛性，对x0选取严格；



	
	
	
	




	Newton迭代法的变形
	简化Newton迭代法
	割线法
	求重根的Newton迭代法

	一般形式
	

	



	


	运算步数
	
	
	

	条件
	
	
	

	收敛性分析
	
	
按收敛
	

	收敛条件
	
	
	

	性质 不足
	已不具备平方收敛性质，一般只是线性收敛;
收敛比切线法慢，但对初值要求同样高
	需要两个初值x0,x1
	重数m往往未知
平方收敛性质



定理1


在可导，满足

（1）



（2）存在，对任意有




则在有唯一解且迭代序列
误差估计


，(迭代终止条件)



收敛阶


，
C!=0,p阶收敛

C=0，收敛阶
定理2




设，在领域内充分光滑，满足，则x0充分接近时p阶收敛，且

定理3




设在领域有二阶连续导数，，则x0充分接近时，收敛，且



局部收敛性
不严格准则
局部收敛性
Aitken加速





第六章 函数插值与逼近
	
	Lagrange插值多项式
	Newton
	Hermite
	

	基函数
	
	
	
	

	插值余项
	
	
	
	

	一般形式
	
	
	
	

	
	
	
	承袭法
基函数法
	

	特点
	
	
	带有导数插值条件
	








第七章 数值积分与数值微分

牛顿-莱布尼茨公式：

微分中值定理
积分第一中值定理

梯形公式
左矩形公式
右矩形公式
中矩形公式





M次代数精度



求积公式的代数精度
	
	插值型求积公式

	Newton-Cotes公式
	

	
	

	
	

	
	
	等距节点
	
	

	误差
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	n=1
	n=2
	

	
	
	梯形公式
	Simpson公式
	

	
	
	
	
	

	误差
	
	
	
	

	
	
	

	










	
	复化梯形公式
	复化Simpson公式

	公式
	

	

	误差
	

	

	收敛
	

	






	
	Newton-Cotes公式

	
	
	Gauss型求积公式


	
	
	
	
	

	代数精度
	一般为n或n+1     

	
	
	最高代数精度


	误差
	
	
	
	




Gauss求积公式的误差


	Gauss求积公式
	Gauss-Legendre求积公式
	Gauss-Laguerre求积公式
	Gauss-Hermite求积公式

	公式
	
	
	

	Gauss点
	
	
	Hermite多项式的零点

	区间

权函数
	


	

	




	误差
	
	
	

	
	
	
	




	数值微分
	向前差商数值微分公式
	向后差商数值微分公式
	中心差商数值微分公式
	二阶中心差商数值微分公式
	高阶数值微分公式

	公式
	

	

	
	
	

	条件
	
	
	

若在处可导 
	
	

	误差
	
	
	

	
	



确定最终步长：步长逐次减半的方法
两点公式
三点公式





第八章 常微分方程数值解法


一阶常微分方程初值问题

Lipschitz条件：

	
	Euler公式

	梯形公式

	Euler中点公式(双步Euler公式)

	一般格式
	

	

	


	
	其中

	单步or多步
	单步
	单步
	多步方法


	显式or隐式方法

	显式
	隐式
	显式

	精度
	稍差
	较高
	较高

	几阶方法
	1
	
	

	局部截断误差

	
	
	




改进的Euler方法(2阶方法)

差分公式的误差分析
p阶方法



Runge-Kutta方法


二阶R-K方法
三阶R-K方法
四阶R-K方法



单步方法的收敛性
稳定性

实验方程
绝对稳定区间
整体截断误差

        隐式方法的优越性在于: 可以任意选取步长h. 既很容易达到稳定条件, 又不耗费太大的计算量
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